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Enoncés

Espaces normés

Normes

Exercice 1 [00454] [correction]

Soient E un R espace vectoriel et N1, Ny deux normes sur E.

a) On note By = {z € E/Ni(x) < 1} et By = {z € E/Na(x) < 1}.
Montrer que By = By = N1 = Ns.

b) Méme question avec les boules unités ouvertes.

Exercice 2 [03248] [correction]

Soient ajy,...,a, des réels et N : K” — R Dl’application définie par
N(z1,...,2n) = a1 |21 + - + an |24

A quelle condition sur les aq,...,a,, 'application N définit-elle une norme sur

K™?

Exercice 3 [00455] [correction]
Montrer que Papplication N : R? — R définie par

N(zy,29) = sup |z1 + tas]
t€[0,1]

est une norme sur R2.

Représenter la boule unité fermée pour cette norme et comparer celle-ci a || . || .

Exercice 4 [00456 ] [correction]
Soient fi,..., fn:[0,1] — R continues.
A quelle condition I'application

N:(@emn) = lzfi 4+ + Zafallo

définit-elle une norme sur R" ?

Exercice 5 [00457] [correction]
Pour A = (a; ;) € M,, ,(K). On pose

n p
1Al =D D laigl 1Al =

n p
2

E g 7 et ||A = m »

i=1 j=1 |am| et | ”OO léién,al);jépml’”

i=1 j=1

Montrer que ||. ||, || |l5 et || - ||, définissent des normes sur M, ,(K).

Exercice 6 [00459] [correction]
Pour A = (a; ;) € M, (R) on pose

1/2
n
1Al =| > ai;
i,j=1
Montrer que || .|| est une norme matricielle i.e. que c¢’est une norme sur M, (R)

vérifiant
VA, B € M,(R), [|AB]| < || Al || B

Exercice 7 [o00460] [correction]
Pour A = (a; ;) € M, (K), on pose

n
1Al = sup Y lail

1§z<nj=1

a) Montrer que || .|| est une norme d’algébre sur M, (K).
b) Montrer que si A est valeur propre de A alors |A| < ||4]|.

Exercice 8 [00461] [correction]
Soient p >1letg>1telquel/p+1/qg=1.
a) Montrer que pour a,b >0
1 1
ab < —aP + -b1
p q

Pour z = (21,...,2,) € K" et y = (y1,...,yn) € K", on pose :
n 1/17 n

bl = (o) et ol = (3
i=1 i=1

| q

1/q

b) Etablir
|z 1la)” 1y

lll, llyll, ~ pllly, — allyllg

et en déduire

n
> lzayal < Nl Iyl
i=1
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¢) En écrivant

—1 -1
(s + 1yil)” = laal (el + 1wal)” + lwal (Jaes| + Jwal)”

justifier
lz+yll, <llll, +lyl,

d) Conclure que ||. |, définit une norme sur K".

Exercice 9 [00462] [correction]

Pour = (21,...,2,) € K" et p > 1 on pose
n 1/p
el = (3
i=1
Montrer
el = tim_ el

Exercice 10 [ 02639 ] [correction]
On définit sur E = C°([0,1],R) une norme par

N(f) = / )] dt

a) Soient a,b > 0 et u,v > 0. Etablir que

1 b
Va+vh=1= —— <2472
u+v u v

b) Soient f,g € F telles que f,g > 0. Montrer

N((f+9) "< N(f)’N(f~')+N(g)>N(g~")

(N(f) + N(9))?

¢) En déduire que

N(f+9)N((f+9)~") <max(N(f)N(f~1),N(g)N(g™"))

Exercice 11 Mines-Ponts MP [ 02766 ] [correction]
Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé sur K (K =R ou C).
a) Montrer que pour tous z,y € F

[l + Nyl < 2max {[lz + |, [l = y[|}

b) Montrer que l'on peut avoir I’égalité avec x # 0 et y # 0.
Désormais la norme est euclidienne.
¢) Montrer que pour tous z,y € F

2l + llyll < V2max {||lz + ]|, = -y}

d) Peut-on améliorer la constantey/2 ?

Exercice 12 X MP [ 00795 ] [correction]
Soit n € N avec n > 2. Existe-t-il une norme || .|| sur M,,(C) invariante par
conjugaison, c’est-a-dire telle que :

(A, P) € M,,(C) x GL,(C), | A|| = |P~*AP||

Distance d’un vecteur a une partie

Exercice 13 [o03272] [correction)]

On norme l'espace £*°(N,R) des suites bornées par la norme infini notée ||. || .
Déterminer la distance de la suite e constante égale a 1 au sous-espace vectoriel Cqy
des suites réelles convergeant vers 0.

Exercice 14 [03273] [correction]

On norme l'espace £>°(N,R) des suites bornées par la norme infini notée ||. || .
Déterminer la distance de la suite u = ((—1)"™),en au sous-espace vectoriel C des
suites réelles convergentes.

Exercice 15 [00470] [correction)]
On norme l'espace £*°(N,R) des suites bornées par la norme infini notée ||. || .
Pour z € £>°(N,R), on note Az la suite de terme général

Az(n) =z(n+1) —z(n)

puis on forme F' = {Az/x € (> (N,R)}.
Déterminer la distance de la suite e constante égale a 1 au sous-espace vectoriel F.
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Comparaison de normes

Exercice 16 [00466 ] [correction]
Soit E = C%([0,1],R). On définit les normes ||. ||, ||. ]|, et .|, par :

i = [ 1ol ist = ([ sera)

1/2
et [[fll = sup|f]
[0,1]

a) Montrer que || .||, est plus fine que ||. ||, et ||. ||, mais qu’elle n’équivaut ni a
I'une, ni a autre.
b) Comparer ||.|[; et |||,

Exercice 17 [00469 ] [correction]

a) Etablir /1(R) C £2(R) C £>=(R).
b) Comparer || .||, et ||. ]|, sur ¢*(R)
b) Comparer || .||, et | .|, sur £}(R)

Exercice 18 [00468 ] [correction]
On note RM Densemble des suites réelles nulles & partir d’un certain rang. RN
étant un sous-espace vectoriel de £*(R), de ?(R) et de £*°(R), on peut y définir

08P [ PN [y [P
a) Comparer |.||; et || .||
b) Comparer ||.|[; et |||,

Exercice 19 [o0467 ] [correction]
Soit E = CY([-1,1],R). On définit Ny, Ny et N3 par

Ni(f) = sup [f] Na(f) = [F(O)] + sup 1F] et No(f) = [, 1]

a) Montrer que Ny, N3 et N3 sont des normes sur E.
b) Comparer N7 et Ny d’une part, N1 et N3 d’autre part.

Exercice 20 [o00473] [correction]
Sur R [X] on définit N; et Ny par :

+oo
NP =3 ‘P(’“) (o)‘ et No(P) = sup |P(1)
=0 €[-1,1]

a) Montrer que Ny et Ny sont deux normes sur R [X].
b) Etudier la convergence de la suite de terme général

1
P, =—X"
n

pour 'une et ’autre norme.
¢) Les normes Nj et Ny sont-elles équivalentes ?

Exercice 21 Centrale MP [o02412] [correction]
Soient I’espace E = {f € C*([0,1] ,R)/f(0) = 0} et N I'application définie sur E
par
N(f) = No(3f + f)
a) Montrer que (E, N) est un espace vectoriel normé puis qu’il existe o > 0 tel

que Noo(f) < aN(f).
b) Les normes N, et N sont-elles équivalentes ?

Exercice 22 Centrale MP [ 00465 ] [correction]
Soient E = C'([0,1],R) et N : E — R™T définie par

N(f) = \/f2<0)+ / f2(t)dt

a) Montrer que N définit une norme sur E.
b) Comparer N et ||. |-

Equivalence de normes

Exercice 23 [00458] [correction)]
Soit N une norme sur M, (R). Montrer qu'il existe ¢ > 0 tel que
N(AB) < eN(A)N(B).

Exercice 24 [o03146] [correction)]
Soient n € N et E l’espace des polynomes réels de degrés inférieurs a n.
Montrer qu’il existe A > 0 vérifiant

1
vpeE,/ IP()] dt > A sup |P(2)]
0 te(0,1]
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Exercice 25 [00474] [correction]
Pour d € N, on pose E = Ry [X] lespace des polynomes réels en 'indéterminée X
de degrés inférieurs ou égaux a d.
a) Pour £ = (&, ...,&q) famille de d + 1 nombres réels distincts et P € E, on pose

d
Ne(P) = |P(&)]
k=0

Montrer que V¢ définit une norme sur E.
b) Soit (P,) une suite de polynémes éléments de E. Pour tout n € N, on écrit

d
_ k
Po=) arnX
k=0

Etablir que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite de fonctions (P,,) converge simplement sur R ;

(ii) la suite de fonctions (P,) converge uniformément sur tout segment de R;
(iii) pour tout k € {0,...,d}, la suite (ax, ) converge.

Exercice 26 Mines-Ponts MP [ 02768 ] [correction]
Soit E un sous-espace vectoriel de dimension d > 1 de C°([0, 1], R).

a) Etablir I'existence de (ay,...,aq) € [0,1]" tel que I'application
d
N:feFE— > |f(a;)| soit une norme.
i=1

b) Soit (f,,) une suite de fonctions de E qui converge simplement vers une
fonction f : [0,1] — R. Montrer que f € E et que la convergence est uniforme.

Exercice 27 Centrale MP [ o02411] [correction]
Soit
E = {f €c*([0,7],R)/f(0) = f'(0) = 0}
a) Montrer que
N:felf + s

est une norme sur F.
b) Montrer que N est équivalente a

vife [flle + 1 s

Exercice 28 [00463] [correction]

On note E = C* ([0,1],R).

a) Pour f € E, on pose N(f) = [[fllo + [I/'l| -

Montrer que N est une norme sur E. Est-elle équivalente a || .|| ?

b) Pour f € E, on pose N'(f) = [f(0)] + ||/l -

Montrer que N’ est une norme sur E. Montrer qu’elle est équivalente & N.

Exercice 29 [ 00464 ] [correction]
On note E le R-espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R de classe C! vérifiant
f(0) =0. Pour f € E, on pose

Ni(f) = sup [f(z)[+ sup [f'(z)| et No(f) = sup [f(z)+ f'(z)|
z€[0,1] z€]0,1] z€[0,1]

Montrer que N7 et Ny sont deux normes sur F et qu’elles sont équivalentes.

Exercice 30 [03262] [correction]

Soient E = C([0,1],R)et E* I'ensemble des fonctions de E qui sont positives et ne
s’annulent qu’un nombre fini de fois. Pour toute fonction ¢ € ET et pour toute
fonction f € E on pose

£, = sup {[f(t)[o(t)}
t€(0,1]

a) Montrer que ||. ||, est une norme sur £

b) Montrer que si ¢ et o sont deux applications strictement positives de BT
alors les normes associées sont équivalentes.

c) Les normes || .||, et ||.||,> sont elles équivalentes ?

Exercice 31 Mines-Ponts MP [ 02767 ] [correction]

Soient E = C([0,1],R)et E* I’ensemble des fonctions de E qui sont positives et ne
s’annulent qu'un nombre fini de fois. Pour toute fonction ¢ € ET et pour toute
fonction f € E on pose

1
1, = / £ o(t) dt

a) Montrer que ||. ||, est une norme sur £

b) Montrer que si @1 et o sont deux applications strictement positives de ET
alors les normes associées sont équivalentes.

c) Les normes ||. ||, et ||.||,= sont elles équivalentes ?
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Exercice 32 Centrale MP [ 02409 ] [correction]
a) Quelles sont les valeurs de a € R pour lesquelles 'application

(2,9) — Ny(z,y) = /22 + 2azy + y? définit une norme sur R2.
b) Si N, et N, sont des normes, calculer
Na(z,y)

mf ———=et sup M
(z.9)#0 Np(z,y)

(z,9)#0 Nb(xa y)

Exercice 33 [03265] [correction]

On note £>°(N,R) I'espace des suites réelles bornées normé par || . || ..

a) Soit a = (a,) une suite réelle. Former une condition nécessaire et suffisante sur
la suite a pour que 'application

+oo
Ny :x+— Zan |y |
n=0

définit une norme sur ¢>°(N, R).
b) Comparer N, et || .|| -

Exercice 34 [03267] [correction]
Soient 'espace E = {f € C*([0,1],R)/f(0) = 0} et Ny, Ny les applications
définies sur E par

Ni(f) = 1o et Na(f) = If + F'll

a) Montrer que Ny et Ny définissent des normes sur E.
b) Montrer que Ny est dominée par Nj.
¢) En exploitant 'identité

montrer que Nj est dominée par Ns.

Suites de matrices

Exercice 35 [03143] [correction]
Soient A, B € M,(R). On suppose

(AB)" — Op

Montrer que
(BA)" — 0,

Exercice 36 [01670] [correction]
Soient A, B € M,,(R) telles que

AP petBF —(Q
k—4o0 k— 400

On suppose que les matrices A et B commutent. Montrer que les matrices P et )
commutent.

Exercice 37 [o00471] [correction]
Soit (A,) une suite de matrices inversibles de M, (K).
On suppose

A, »Aet A - B

Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 38 [00472] [correction]
A quelle condition sur A € M, (K) existe-t-il une matrice M € M, (K) telle que

Exercice 39 [03010] [correction]
Soit A € M,(C). On suppose que la suite (A™),en converge vers B.
Montrer que B est semblable a une matrice diagonale n’ayant que des 0 et des 1.

Exercice 40 [03022] [correction]
a) Soit A € M,(R) diagonalisable vérifiant Sp(A) C ]—1,1[. Montrer A" — O,,.
b) Méme question avec trigonalisable au lieu de diagonalisable.

Exercice 41 [03036] [correction]
Soit (A;) une suite convergente d’éléments de M, (K) et de limite A.
Montrer que pour n assez grand

rg(A,) > rg(Aso)
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Fonctions lipschitziennes

Exercice 42 [o00475 ] [correction]

Soit E 'espace formé des fonctions réelles définies sur [a, b], lipschitziennes et
s’annulant en a.

Montrer que I'application N : E — R qui a f € F associe le réel

N(f) = inf {k € R* /Va,y € [a,0],|f(2) — f(y)| < k|2 —yl}

définit une norme sur E.

Exercice 43 [03052] [correction]

Soient A une partie bornée non vide d’un espace vectoriel normé (E, N) et L le
sous-espace vectoriel des applications lipschitziennes de A dans E.

a) Montrer que les éléments £ sont des fonctions bornées.

b) Pour f € L, soit

Ky = {k € R* (a,y) € A N(f(z) - f(y)) < kN(z — 1)}

Justifier I'existence de ¢(f) = inf K; puis montrer ¢(f) € K.
¢) Soient a € A et N, : £ — RT définie par

Na(f) = c(f) + N(f(a))

Montrer que N, est une norme sur L.
d) Soient a,b € A. Montrer que les normes N, et N, sont équivalentes.

Exercice 44 [ 00476 | [correction)]
Soient E' un espace vectoriel normé et T': E — E définie par

_Ju silu|l <1
T(u) _{ - sinon

flll

Montrer que T' est au moins 2-lipschitzienne.

Exercice 45 Centrale MP [ 00477 [correction]

Soit E un espace vectoriel réel normé. On pose f(z) = mx
Montrer que f est 2-lipschitzienne.

Montrer que si la norme sur E est hilbertienne alors f est 1-lipschitzienne.

Limite et continuité

Exercice 46 [ 00478 ] [correction]
Etudier les limites en (0,0) des fonctions suivantes

) Sl = 50
b) fwy) = s
) fl) = ol
d) f(ay) = x“f’y

Exercice 47 [00480] [correction)]

Soit f: RT x R™ — R définie par f(z,y) = ¥ pour = > 0 et f(0,y) = 0.
a) Montrer que f est une fonction continue.

b) Est-il possible de la prolonger en une fonction continue sur R* x RT ?

Exercice 48 [o0481 ] [correction]
Soient E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de FE.
Pour x € F, on pose

d(z,A) =inf {||lx —a| Ja € A}

Montrer que l'application x +— d(z, A) est définie et continue sur F.

Exercice 49 [00482] [correction]

Soient g : R? — R continue et C un cercle de centre O et de rayon R > 0.

a) Montrer qu’il existe deux points A et B de C diamétralement opposés tels que
9(4) = (B).

b) Montrer qu’il existe deux points C' et D de C, se déduisant 1'un de 'autre par
un quart de tour tels que g(C) = g(D).

Exercice 50 Mines-Ponts MP [ 02769 ] [correction]
Déterminer I’ensemble des morphismes continus de (U, x) dans lui-méme.
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Continuité des applications linéaires

Exercice 51 [o00483] [correction]
Soit u un endomorphisme continu d’un espace vectoriel normé E.
Montrer que

VA € Sp(u), A < ul

Exercice 52 [o00484] [correction]

Soient E et F' deux espace vectoriels normés. On suppose qu'une suite (f,)
d’éléments de LC(E, F) converge vers f € LC(E, F) (au sens de la norme
subordonnée) et qu'une suite (z,,) d’éléments de E converge vers x € E. Etablir

que fn(z,) — f(x).

Exercice 53 [ 00485 ] [correction]

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f € L(E, F).

On suppose que pour toute suite (u,) tendant vers 0, f(u,) est bornée.
Montrer que f est continue.

Exercice 54 [ 00486 ] [correction)]
Montrer que N7 et Ny normes sur E sont équivalentes si, et seulement si, Idg est
bicontinue de (E, Ny) vers (E, Na).

Exercice 55 [ 00487 ] [correction]

Soit u € LC(E, F). Montrer que |ju|| = sup |ju(z)| .
)l p<1

Exercice 56 [ 00488 ] [correction]
Soient E un espace vectoriel normé non réduit a {0} et u,v € LC(E) tels que

wov—vou=caldg

pour un certain a € R.
a) Etablir que pour tout n € N,

wov" ™ — "oy = (n+1)aw"

b) En déduire que o = 0.

Exercice 57 [00489] [correction]
Soit F une algebre de dimension finie non nulle. On désire établir que E peut étre

muni d’une norme d’algébre. Soit || . || une norme sur E. Pour tout z € E, on pose
N(z)= sup |[laz.
a€E,|al=1

a) Justifier que N(z) existe dans R.
b) Etablir que N est une norme d’algébre sur E.

Exercice 58 X MP [ 00490 ] [correction]
Soit f une forme linéaire non nulle et continue sur un espace vectoriel normé F.
Montrer que si x ¢ ker f alors

/()]
171l

d(z,ker f) =

Exercice 59 Mines-Ponts MP [ 02832 ] [correction]

Soient d un entier naturel, (f,,) une suite de fonctions polynomiales de R dans R
de degré au plus d. On suppose que cette suite converge simplement. Montrer que
la limite est polynomiale de degré au plus d, la convergence étant uniforme sur
tout compact.

Exercice 60 Mines-Ponts MP [ 02888 ] [correction]

Soit E l'espace des f € C°(R,C) 27-périodiques. On norme E en posant, si
FEE:|fll=5 [FIf].SifeB, soit G(f) :x € R [ e~ f(x+1t)dt € C.
a) Montrer que G est un endomorphisme continu de E.

b) L’endomorphisme G est-il inversible ?

c¢) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de G.

Exercice 61 [03282] [correction]
Soit E un espace normé de dimension finie et u un endomorphisme de E vérifiant

Vo € B, [lu(x)|| < [l

Montrer que les espaces ker(u — Id) et Im(u — Id) sont supplémentaires.
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Calcul de norme d’application linéaire Exercice 66 [00495] [correction]
Soit £ = C([0,1],R) muni de || .||, définie par
Exercice 62 [00491 ] [correction] 1
On note £*°(IR) l'espace vectoriel normé des suites réelles bornées muni de la Ifll; = / |f(®)] dt
norme No. Pour u = (uy,) € ¢>°(R) on pose T'(u) et A(u) les suites définies par 0
Etudier la continuité de la forme linéaire
T(w)n = Unt1 et A(u)y = tUpy1 — Up .
a) Montrer que les applications T et A sont des endomorphismes continus de £°°. pifr /o tf(t)
b) Calculer leur norme.
et calculer sa norme.
Exercice 63 [00492] [correction] Exercice 67 [00496] [correction]
Soient E =C°([0,1],R) et F =C'([0,1],R). On définit Ny et Ny par Soient F = C([0,1],R) et u 'endomorphisme de E qui envoie f € E sur
, 2 f(@) - J(0).
Ni(f) = Il €t No(f) = [[flloo + 1/ Nloo a) Montrer que pour £ muni de ||. ||, I'endomorphisme u est continu et calculer
. [
a) On définit T': E' — F par : pour tout f:[0,1] = R, T(f) : [0,1] — R est b) Montrer que pour E muni de || . ||; I’endomorphisme u n’est pas continu.

définie par
TUW®=Af@&

Montrer que T est une application linéaire continue.
b) Calculer la norme de T.

Exercice 64 [00493 ] [correction)]
Soit £ = C([0,1],R) muni de ||. ||, définie par

1flloe = sup |f]
[0.1]

s

Etudier la continuité de la forme linéaire ¢ : f — f(1) — f(0) et calculer sa norme.

Exercice 65 [00494 ] [correction]

On munit I'espace E = C([0,1],R) de la norme ||.||,. Pour f et ¢ éléments de £
on pose T, (f) = fol f(t)e(t) dt. Montrer que T, est une forme linéaire continue et
calculer sa norme.

Exercice 68 [ 00497 ] [correction]
Sur R [X] on définit N et N par :
—+oo
Ni(P) =Y |P™(0)] et No(P) = sup [|P(t)].
k=0 te[—1,1]
a) Montrer que Ny et Ny sont deux normes sur R [X].
b) Montrer que la dérivation est continue pour N et calculer sa norme.
¢) Montrer que la dérivation n’est pas continue pour No.
d) N; et Ny sont-elles équivalentes ?

Exercice 69 [00498] [correction]
On munit I'espace E = C([0,1],R) de la norme ||.||,. Pour f et ¢ éléments de E

on pose T,,(f) = fol f(t)e(t) dt. Montrer que T, est une forme linéaire continue et

calculer sa norme. On pourra pour cela introduire les fonctions f. : t — %.

Exercice 70 [00499] [correction)]

Soit £ = C([0,1],R) muni de ||. |-

Montrons que I'application u : f — u(f) ot u(f)(z) = f(0) + z(f(1) — £(0)) est
un endomorphisme continue de E et calculer sa norme.
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Exercice 71 [o00500] [correction]
Soit £ = C([0,1],R) muni de ||. |-

a) Montrer que pour toute fonction f € F, il existe une unique primitive F' de f

vérifiant L
/ F(t)dt =0
0

b) Etablir que application u : f — F est un endomorphisme continue.

c) Justifier 1
F(m):/o </twf(u)du) dt

d) Calculer ||u].

Exercice 72 [o01012] [correction]
+oo

Pour a = (a,) € (*°(R) et u = (u,) € F1(R), on pose (a,u) = > anuy.
n=0

a) Justifier 'existence de (a, u).

b) Montrer que Papplication linéaire ¢, : a — {(a,u) est continue et calculer sa
norme.

¢) Méme question avec ¢, : u +— (a,u).

Exercice 73 [ 03266 ] [correction)]
Soit E l'espace des fonctions continues de carré intégrable sur R normé par

win= (/)

a) Soit ¢ une fonction continue bornée. Montrer que I’application
w: frof

définit un endomorphisme continue de E.

b) Soient xg fixé dans R et f, la fonction continue valant 1 en z¢, affine sur
[zo — 1/n,z0] et [zo,x0 + 1/n] et nulle ailleurs.

Montrer que pour g fonction continue sur R,

2
lim fR Jng

n—-+4oo f]R f'rQL

¢) Calculer la norme subordonnée de 'endomorphisme w définit & la premiere
question.

1/2

= g(wo)

Exercice 74 CCP MP [03300] [correction]
On note FE 'espace des fonctions réelles définies et continues sur [0, 1].
On note F, cet espace muni de la norme

I lloe s f = sup [f(2)]

tefo,1]

et Fy cet espace muni de la norme

1
||.||1:fH/0 F@)] dt

Soit u ’endomorphisme de F défini par

ul(f)(z) = /0 Cif)

a) Montrer que 'application v de Eo, vers E; qui a f associe u(f) est continue et
déterminer sa norme.
b) Montrer que 'application w de F; vers E4, qui & f associe u(f) est continue et
déterminer sa norme.

Dérivation d’une fonction vectorielle

Exercice 75 [00564] [correction)]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : R — E dérivable en 0. On
suppose

Vo € R, f(2z) = 2f(x)

Montrer que f est linéaire

Exercice 76 [ 00565 ] [correction)]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : C!([a,b[, E).

Montrer que f admet un prolongement de classe C! & [a,b] si, et seulement si, f’
admet une limite en b.

Exercice 77 [00566] [correction)]
Pour tout réel x, on pose :

x 1 0
22 /2! x 1

Dy,(z)=| z3/3! 2%/2! =«

: . 1
2"/l o 2220 o
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Montrer que D,, est une fonction dérivable et calculer D/ (x).
En déduire lexpression de D,,(z).

Exercice 78 [00567 ] [correction)]
a) Montrer que pour tout 0 < p <non a

n

3 (-1 (Z) kP =0 et zn: (—1)* (Z) k' = (—1)"n!
k=0

k=0

b) En déduire, pour f: R — E de classe C", la limite quand h — 0 de
1 « n
=y (=D f(kh)
h — k

Exercice 79 [ 00568 ] [correction]
Soit f : R — E de classe C*°. Etablir que pour tout ¢ # 0,

(tnilf(l/t))(n) _ (t—ni)ln f(")(l/t).

Exercice 80 [00569 ] [correction]
Soit f : [0,1] — E dérivable a droite en 0 et vérifiant f(0) = 0.
Déterminer la limite quand n — +oo de

So =Y f (k/n?)

k=1

n
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Exercice 1 : [énoncé]

a) Soit x € E. Si x = 0 alors Ny(z) = Na(z) = 0. Sinon :

Posons y = 575 Onay € By C By donc Na(y) < 1 dont Na(z) < Ni(z).
De maniére symétrique Ny (z) < Na(z) puis Iégalité.

b) On reprend la démarche ci-dessus a partir de y = avec € > 0 pour

N1 (i)Jr&‘
obtenir Na(z) < Ni(x) + ¢ avant de faire tendre € vers 0.

Exercice 2 : [énoncé]
Notons (e, ..., e,) la base canonique de K".
Si N est une norme alors

N(ei) =a; >0
Il est donc nécessaire que les aq,...,a, soient tous strictement positifs pour que
N soit une norme.
Inversement, supposons que les aq, ..., a, sont tous strictement positifs.

L’application N est alors & valeurs dans R™.
La relation N(Ax) = |A| N(z) est immédiate.
Puisque les a; sont positifs, on a N(x + y) < N(z) + N(y) car
a; i + yi| < aq|og| + ag [yl
Enfin, si N(z) = 0 alors par nullité d’une somme de quantités positives
Vie{l,...,n},a;|z;| =0
donc
Vi € {1,...,n},a:i:O

ie.x=0

Exercice 3 : [énoncé]
Quand ¢ varie de 0 & 1, 'expression |x1 + tzo| varie de |x1] & |x1 + x|
Par suite, on peut exprimer plus simplement I’action de N :

N (21, 22) = max {|z1], [v1 + 22|}

Soient x = (x1,22) et y = (y1,y2) deux vecteurs de R2.

Enfin si N(z) = 0 alors |z1| = |z1 + z2| = 0 et donc 21 = 1 + 2 = 0 puis = 0.
Ainsi N définie bien une norme sur R2.

Sizy = 0,29 > 0 alors N(z) = z1 + x2.

Sizy < 0,29 > 0 alors N(x) = max(—z1, |x1 + x2|).

Sizy > 0,22 < 0 alors N(z) = max(x1, |z1 + z2).

Sizy < 0,29 <0 alors N(z) = — (21 + z2).

Ces considérations permettent de représenter la boule unité fermée.

De maniere immédiate : N(z) < 2|z .-

Aussi |z1] < 2N(z) et puisque |x2| < |21 + 22| + 21| on a aussi |zo| < 2N ().
On en déduit ||z]| < 2N(x).

Exercice 4 : [énoncé]

L’application N : R® — R¥ est bien définie car toute fonction continue sur le
segment [0, 1] y est bornée

La liberté de la famille (fi,...
relation linéaire sur la famille (fy, ...
nul tel que N(z1,...,x,) =0.
Inversement, supposons la famille (f1,..., f,) libre.

Soient A € R, = (z1,...,z,) ER" et y = (y1,...,yn) € R™

Si N(z) =0alors 21 f1 + -+ + @ fn = 0 et done (21,...,2,) = (0,...,0) car
(f1,.-., fn) libre.

N(Az) = [[Az1fi + -+ AMnfallo = A (@1fi + -+ 2nfo)ll = A N(2).
N(z + y) = H(xl erl)fl +o A+ (xn + yn)fn”oo =

[(zifi+ - Fanfo) +(Wifi+ -+ ynfa)ll < N(z)+ N(y).

Finalement N est une norme sur R™

, fn) est une condition nécessaire car, sinon, une
, fn) détermine un n-uplet (x1,...,2,) non

Exercice 5 : [énoncé]
Ce sont les normes usuelles associées & la base canonique sur M,, ,,(K).

Exercice 6 : [énoncé]

|||l est une norme sur M,,(R) car c’est la norme 2 associée a la base canonique de
My (R).

On a

n n 2
|AB|* = ) (kzlai,kbk,j>

ij=1

N(z+y) = max {|o1 + |, |w1 + 91 + 72 + gol} < max {|z1] + g1, [71 + @] + [y + o] P E NEFRRINE, e Cauchy-Schwarz,

Pour A € R,
N(Az) = max {[A[z1], |Al[z1 + 22[} = [A| N(z)
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donc
IAB|* < Z agy Z b2 = IAI* 1B
i,k=1 7,4=1
puis
IABI| < [|Al]| B
Exercice 7 : [énoncé]

a)||A||:O¢V1§z<n,z|a”|f0:>V1 j<n,a,;=0=>A=0.

IA] = sup 3 [Aaggl = sup A Z |aij| = [A] sup Z |ai il = AL Al
1<i<n j=1 1<isn j=

|[A+ B| = sup Z |aij +bi ;] <

1<i<n j=1

n n
sup 3. faij|+ sup 3 |bij| = [l A + 1B
1<i<n j=1 1<z\nj 1
n
sup 3
1<i<n j=1

JAB| = sup > |32 aiubiy| <
523 fai Ibis| = Z Iazk\ Z lbrj| <

1<z<ng 1 |k=1
k=1j=1

Or 3o 3" laibiy| <
j=1k=1
[ Al | B]| done [|AB|| < HAH 1B
On peut aussi remarquer que ||, || = 1.
b) Soit A € Sp(A), il existe X # 0, AX = AX.
En notant z1,...,z, les éléments de la colonne X (non tous nuls) on a

Vi S {1, e ,n}, )\IZ == Z Qi jTj.
Jj=1

n} tel que |x;| = max || # 0.

Sisn

sup Z lai ;| + bi ] <
1<i<n j=

< Iai,kbk,ﬂ-

n
Zl lai k| [|1B] <

Considérons i € {1,...,

n n
La relation précédente donne : |A||z;| < Y |as | |z;] < D |ai ;| |2;| donc
j=1 j=1

n

A< X lai ] < A

Exercice 8 : [énoncé]
a) L’inégalité vaut pour a = 0 ou b = 0. Pour a,b > 0.
La fonction In est concave :

YA€ [0,1],Vz,y > 0, AIn(x)

+(1=-XNn(y) <In(Az+ (1 —Ny)

Appliquée & = aP, y = b% et A = 1/p cela donne :

puis

1 1 1 1
—In(a?) + = In(b?) < In (a” + bq)
p q b q

b) On applique le résultat précédent & a = H‘;Eli\l et b= ﬁjﬁ' pour obtenir
P Ziq
|z 1 |zl” 1 lyil®
B
Izl lyll, ~ 2 llzlly  allyll]

En sommant pour i € {1,...,

puis

n}, on obtient
n

Z”W|<+:1

2Tl Tl, Sp " q

I, Nyl

n
Z lziyi| <
i=1

c¢) Par 'inégalité triangulaire

n n
lz +ylly =D s +4il” <Y (lal + lwil)”
i=1 i=1

Or par l'identité proposée

n n
D il + ) <> Ll (|l + [wsl)” +Z\yz (lal + lys )"~
=1 =1

Par I'inégalité du b)
n n 1/q n
1 1

S (i + wi)” < lol, (z ]+ ) >q) ol (z ]+ l) >q)
=1 =1 =1
donc

n n l/q

S Gl + al)? < (Il + o1l ) (Zum + yi|>p>

=1 =1
car (p—1)g=pg—q=p

1/q
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puis b)
n 1/p L .
D (] + i) > < =l + lvll, N((f +g) / _dt / A -1 -1
9)” +b =aN(f"")+bN(g

<H T+ e <o 7w Ty g T NN

car 1 —1/q = 1/p (et I'inégalité vaut que > (|z;|* + |y:|") # 0 ou non) qui donne I'inégalité voulue avec
i=1
Finalement a N(f)? ot b— N(g)?
lz+yll, < lzll, + llyll, (N(f) + N(9)) (N(f) + N(g))?

d) Les propriétés ||z, = 0=z =0 et |[Az||, = [A|[|z]|, sont immédiates.

Exercice 9 : [énoncé]
Si ||z, =0 alors z =0 et [|z], = 0 donc

Si ||z||,, # 0. Pour tout p > 1,

< < P\
2]l < llzll, < (nllzl, =n'" |z P—— 2l o

donc

Exercice 10 : [énoncé]
a) Par réduction au méme dénominateur

a b I av(u+v)+bu(u+v) —uv

u v u+v wv(u + v)

qu’on peut réécrire

a b 1 _ (Vav — Vbu)? + (a + b+ 2vab — 1w

u v u+w uv(u +v)
et si va+ Vb =1 alors
a b 1 (Vv — Vou)?

u v out+v  uww(utov)

=

qui sont tels que v/a 4+ vb = 1.
c¢) Par 'inégalité triangulaire

N(f+gIN((f+9)™") S (N(f)+N(@)N((f+9)7")

et en vertu de ce qui précede

N(PPNU™Y | NgPN(g™)

NI NS NG NG N0+ A )

qui donne

N(f+9N((f+9)71) <

avec

M = max(N(f)N(f~1), N(g)N(g™))

Document3

Exercice 11 : [énoncé]
a)x =3 (x+y)+ 3 (x—y) donc

o] < max {{lz +yl, [l -y}
Aussi [ly[| < max {||z +y]|, [+ — yl[} donc
]+ llyll < 2max {|jz +yl, = = yll}
b) Sur R? avec ||| = [||| . il ¥ a égalité pour z = (1,0) et y = (0,1).

2 2 2
(Nl + [lyl)” < 2llz)” + 2 1yl
Orz=3(z+y)+3(z—y) donne

=7 (lz+ gl + 2 = yI* + 2 12ll* - 21ly)”)

¢>\F‘
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aussi

2 2 2 2 2
lol® = 5 (llz -+ oIl + e = yl* = 2 )2l* + 2y

RNy

donc

2 2 2 2
ol + lol® < 5 (llz + wl® + 1 — 1)

N |

puis
2 2
(Nl + Myl < 2max {[lz + yl, [l — yl[}

qui permet de conclure.
d) Non, sur R?, il y a égalité pour z = (1,0) et y = (0, 1).

Exercice 12 : [énoncé]

Casn =2

Par ’absurde supposons qu’une telle norme existe.
0 1 0 2

PosonsA-(O O)etB— 00 )

Les matrices A et B sont semblables (via P = diag(1/2,1)) donc ||A| = ||B]|. Or
B = 2A donc | B|| = 2||4|| puis ||4| = 0.

C’est absurde car A # Os.

Cas général : semblable.

Exercice 13 : [énoncé]
Puisque 0 € Cp, on a déja

d(e,Co) < d(e, 0) = [lef ., =1

Soit x € Cy. On a
[Zn — 1| <[l — el

et donc quand n — 400
1<z —el o

On en déduit
d(€7C0) =1

et donc d(e,Cp) = 1.

Exercice 14 : [énoncé]
Puisque 0 € Cy, on a déja

d(u1,C) < d(,0) = luf . =1
Soit z € C et ¢ € R sa limite. Pour n = 2p pair
|[D2p — ugp| <[l —ull
donne |z2, — 1| < ||z — ul|, puis & la limite
16 =1 <[l —ull
De méme avec n = 2p + 1 impair on obtient
16+ 1] < [l —ull,

On en duite

1+¢ 1-4 1
S <A - <ol

1] =
2 2

On en déduit
d(u,C) > 1

et donc d(u,C) = 1.

Exercice 15 : [énoncé]
Puisque 0 € F, d(e, F) < d(e,0) = 1.

En raisonnant par Pabsurde montrons d(e, F') = 1 en supposant d(e, F') <

Il existe alors une suite x € B(R™) vérifiant ||Az — el = p avec p < 1.
Pour tout k € N, |[Az(k) — 1| < p donc Az(k) > 1 — p.

En sommant ces inégalités pour k allant de 0 & n — 1, on obtient

x(n) — z(0) = n(1 — p) et donc x — +o0.

Ceci contredit z € £>°(N,R) et permet de conclure.

Exercice 16 : [énoncé]

a) X
171l </O 1l < 11l

et
1/2

1
1£1l, < (/ |f||§o) <1l

1.
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Posons fu(+) = 2", [fall, = Lalors que | full, = 7 — 0 et

L
nt+1
I fully = \/W — 0. Les normes ne sont donc pas équivalentes.
b) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

e ()" ([ s0r2)”

11l < U1l

Pour f,(z) = v2n+ 12", || fall, = 1 et || fall; = Y225+ — 0, les normes ne sont
donc pas équivalentes.

donc

Exercice 17 : [énoncé]

) Aisément |||, < |

Soit uV définie par u)) =1sin < N et ul) =0 sinon. u™¥ € /1(R).
Ona |[uV]|, = N et ||uN]|_ =1 donc il nexiste pas de o > 0 tel que
Il <ol

II-1l; et || .|l ne sont pas équivalentes.

N ) N 2
b) On a Z lun|” < (Z un|> donc quand N — +o0 :
n=0

pus 2 2 .. .
Jull = 5% fun* < (zw) = 2. Adnsi [ ]ly < Il

Soit uN deﬁme par uY =1sin < N et u)) =0 sinon. vV € /1(R).

On a HuNH1 =N et HuNH2 VN donc 11 n’existe pas de a > 0 tel que
Il < all N,

Il 1l; et |||l ne sont pas équivalentes.

Exercice 18 : [énoncé]

a) Aisément || [| || Il
Soit ¥ définie par ulY =1sin < N et u? = 0 sinon.
On a HuNH1 =N et HuNHOO =1 donc il n’existe pas de o > 0 tel que
-1l < el -l
I|.1l; et |||l ne sont pas équivalentes.

b) En introduisant N telquen >N = u, =0ona:

N 2 +o0 2 )
Jull = 5% = z|un| (zw) =(2|un|) = )
n=0 n=0
Ainsi | T, < 111l

Soit N définie par ul =1 si n < N et ul} = 0 sinon.

On a HuNH1 =Net HuNH2 = /N donc il n’existe pas de a > 0 tel que

-1y < el - [l
| .1l; et || .||, ne sont pas équivalentes.

Exercice 19 : [énoncé]
a) Sans difficultés.

b) Ni(f) < Na(f) car | f(2)] < |FO)] + |7 /()] <

Pour f(x) = sinnz, Ni(f) =1 alors que N2(f) = n, les normes Ny et Ny ne sont
donc par équivalentes. On a aussi N3(f) < 2Ny (f) sans difficultés. Posons
flz) = ncos(nx)X[_L L](m) La fonction f est de classe C1, Ni(f) =1 et

2n2n

0)f + || e 'l
1,1

N3(f) = fwﬁz cos(t)dt = 2 (pour n > 2). Les normes N; et N3 ne sont donc pas
équivalentes.

Exercice 20 : [énoncé]
a) Nl,NQ R[X] — R.

Ni(P+Q) = 5 [PO0)+QW0)] < 5 [P0 + [0(0)] -

S POO)]+ 3 [QU(O0)] = M(P)+ M(@),

Ni(\P) = %o |AP®)
k=0

—+oo
Ni(P)=0=Vk € Z, PWO)=00r P= 3y 22O XF donc P =0,
k=0

+oo
0)] = |A] kZZIO [PR(0)] = [\ N1(P),

Finalement N7 est une norme.
No(P+Q)= sup |[P(t)+ Q)| < sup [P+ Q)] <

te[—1,1] te[—1,1]
sup [P(t)] + sup IQ()I N2 (P) + N2(Q),
te[—1,1] te[—1,
Np(AP) = sup IAP( )= sup [A[|P(#)] =\l sup [P(t)] = |A| No(P),
te[—1,1] te[—1,1] te[—1,1]

Ny(P)=0=Vte[-1,1], P(t) = 0 et par infinité de racines P = 0.

b) La suite %X ™ converge vers 0 pour N2 mais n’est pas bornée et donc diverge
pour Nj.

c¢) Les normes ne peuvent étre équivalentes car sinon les suites convergeant pour
I’une des normes convergerait pour l'autre.

Exercice 21 : [énoncé]
a) Les propriétés N(f +g) < N(f) + N(g) et N(\f) = |A\| N(f) sont faciles.
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Si N(f) = 0 alors la résolution de I’équation différentielle f' + 3f = 0 avec la
condition initiale f(0) = 0 donne f = 0. Ainsi 'application N est bien une norme
sur F.

On remarque

Fz) = o5 /O C(ey dt = e /O CBF) + F(1)e dt

Par suite |f(x)| < e3N(f) pour tout = € [0,1] et donc Noo(f) < aN(f) avec
a=e’.

b) Pour f,(x) = 2™, Noo(f) =1et

N(f) = Noo(x — 32" + nz" 1) =n+3 — +oo.

Les normes N4, et N ne sont pas équivalentes.

Exercice 22 : [énoncé]

a) Posons ¢(f,g) = f(0)g(0) + fol f'(t)g'(t)dt. ¢ est une forme bilinéaire
symétrique, o(f, f) = 0 et si p(f, f) = 0 alors f(0) = 0 et pour tout ¢ € [0, 1],
f'(t) =0 done f = 0. ¢ est donc un produit scalaire et N apparait comme étant
la norme associée.

b) Pour tout z € [0,1], |f(z)| < |f(0)| + | [y f'(t)dt| < V2N(f), donc

£l < V2N(f).Pour f(z) = sin(nan), |f|., =1 et N(f) =nr/v2 — +o0o. Les

deux normes ne sont donc pas équivalentes.

Exercice 23 : [énoncé]
On a Noo(AB) < nNoo(A)No(B) et aN < N < BN avec a, 8 > 0 donc
N(AB) < LN(AB) < ZNoo(A)Noo(B) < ZEN(A)N(B).

[e%

Exercice 24 : [énoncé]
Les applications

1
N;:P+— / |P(t)| dt et Ny : P — sup |P(t)]
0 te[0,1]

définissent deux normes sur ’espace E. Puisque l'espace F est de dimension finie,
ces deux normes sont équivalentes et en particulier Ny est dominée par Ny

Exercice 25 : [énoncé]
a) facile.
b) (i)=-(ii) Supposons que la suite (P,) converge simplement sur R vers une
certaine fonction f. On ne sait pas a priori si cette fonction est, ou non,
polynomiale.
Soit &€ = (&o, ..., &q) une famille de d 4 1 réels distincts et P € E déterminé par
P(&;) = f(&). On peut affirmer que la (P,) suite converge vers P pour la norme
Ne. Soit [a,b] un segment de R avec a <b. N = ||. || [, 4 définit une norme sur
E qui est équivalent & N¢ car E est de dimension finie. Puisque (P,) converge
vers P pour la norme N¢, on peut affirmer que la convergence a aussi lieu pour la
norme N et donc (P,) converge uniformément vers P sur le segment [a, b]. Au
passage, on en déduit que f = P.
(ii)=-(iii) Si la suite (P,) converge uniformément sur tout segment vers une
fonction f, elle converge aussi simplement vers f et ’étude ci-dessus montre que f
est un polynome. En introduisant la norme infinie relative aux coefficients
polynomiaux :
d

||a0 4+ FagX Hoo = Orélggd |ak]
I’équivalence de norme permet d’établir que les coefficients de P, convergent vers
les coefficients respectifs de f.
(iii)=(i) immédiat.

Exercice 26 : [énoncé]

a) L’application N : E — R™ proposée vérifie aisément N(\f) = |A\| N(f) et
N(f+g) <N(f)+ N(g). Le probléme est 'obtention de N(f) =0= f =0.

Par récurrence sur d € N*.

Cas d=1: E = Vect(g) avec g # 0. Un réel a; € [0, 1] tel que g(a;) # 0 convient.
Supposons la propriété au rang d > 1.

Soit E un sous-espace vectoriel de dimension d + 1 de C°([0, 1], R). 1l existe une
fonction g non nulle élément de E et il existe aqy1 € [0, 1] tel que g(ags1) # 0.
Considérons alors H = {f € E/f(aq+1) = 0}. On vérifie aisément E = H & Vectg.
Puisque H est alors de dimension d, on peut appliquer I’hypothése de récurrence

d
pour introduire (ay, ..., aq) € [0,1]% tel que h— 3 |h(a;)| soit une norme surH.
i=1

d+1
Considérons alors N : f € E— Y |f(a;)| et montrons N(f) =0= f =0.

=1
Supposons N(f) =0 et donc |f(a1)] = ... =|f(aq)| = |f(ag+1)| = 0. Puisque
E = H & Vectg, on peut écrire f = h + Ag avec h € H et A € R. La propriété
|f(ag+1)| = 0 entraine A = 0 et la propriété |f(a1)| = ... =|f(aq)| = O entraine

alors h = 0. On peut donc conclure f = 0.
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Récurrence établie.

b) Introduisons E' = E + Vectf de dimension d ou d + 1. Sur E’, on peut
introduire une norme du type précédent et I’hypothése de convergence simple
donne alors que (f,,) tend vers f pour la norme considérée. Or sur E’ de
dimension finie toutes les normes sont équivalentes et donc (f,,) tend aussi vers f
pour la norme || .||, ce qui signifie que (f,,) converge uniformément vers f.

Il reste & montrer que f € E. Par 'absurde, supposons que f ¢ E. On a alors

E’ = E & Vectf. Considérons alors la projection p sur Vectf parallelement & E.
C’est une application linéaire au départ d’un espace de dimension finie, elle est
donc continue. Or p(f,) =0 — 0 et p(f) = f # 0. C’est absurde.

Exercice 27 : [énoncé]

a) L’application N : E — R™ est bien définie et on vérifie aisément
N(Af) = MIN(f) et N(f +9) < N(f) + N(g).

Supposons maintenant N(f) = 0, la fonction f est alors solution de ’équation
différentielle y” 4+ y = 0 vérifiant les conditions initiales y(0) = 3/(0) = 0 ce qui
entraine f = 0.

Finalement N est une norme sur F.

b) On a évidemment N < v.

Inversement, soit f € E et g = f + f”. La fonction f est solution de 1’équation
différentielle y” 4+ y = g vérifiant les conditions initiales y(0) = 3’(0) = 0. Aprés
résolution via la méthode de variation des constantes, on obtient
J(@) = [ sin(z — t)g(t) dt. On en déduit |f(@)] < = [lg].. < 7 gl

[ flloe < TN(f).
De plus |/

et donc

<+ Mo + 11l done v(f) < (m+ 1N(S).

Exercice 28 : [énoncé]

a) Si N(f) = 0 alors nullité d’une somme de positif || f||,, = 0 et donc f = 0.

N(f)=0=|fllc =0= f=0.

NAS) = Moo + 1M Nloe = M fllo + AL oo = [ATN(F).-

N(f+9) = lf + gl 1"+ 9l e < IFllocH9lloc + 17 oo +119'll o = N () +N(9)-
| flloo < N(f) donc |||, est dominée par ||.||.

Pour f,(x) = cos(2nmz). || fnll =1 et N(fn) =1+ 2nm T oo

Donc N et |||, ne sont pas équivalentes.

b) Si N'(f) =0 alors f(0) =0 et f' =0 donc f est constante égale & 0.
N'OS) = AF(O) + IAF o = A FO)+ I 1F]l, = [ATN'().
N'(f+9) =1£0) + 9O+ /" + ¢l < 1FO)+1900)] + I/l
N'(f) + N'(g)-

Aisément N'(f) < N(f).

19l =

Pour tout z € [0, 1],

2)| = [£0) + [5 S'®)dt] < FO)+ [y 1o < FO]+2[f ]l < N'(F).
Par suite || f||,, < N'(f) puis sachant IFl < N'(f) ona N(f) < 2N'(f).

Exercice 29 : [énoncé]

Pour tout f,g € E et tout A € R, il est clair que N;(f + g)

Ni(Af) = AN;(f).

Supposons Ni(f) =0, on a alors sup |f(z)| =0 donc f = 0.
z€]0,1]

Supposons maintenant que Na(f) =0, on a alors sup |f(z)+

z€[0,1]

f(z) + f'(x) = 0. Apres résolution de I’équation différentielle sous-jacente,

f(z) = Xe™® avec A = f(0) =0 et finalement f = 0.

Finalement N7 et N5 sont bien deux normes sur FE.

Il est clair que

< Ni(f) + Ni(g) et que

f'(z)] = 0 donc

N2 (f) < Ni(f)
Posons maintenant M = Na(f). Pour tout x € [0,1], on a

[f(@) + f'(@) < M

donc
|(f(2)e™) | < Me®
d’ou
x)e”| = ‘/ dt‘ / Me'dt < Mex
puis |f(z)| < Me pour tout x € [0,1]. Ainsi
sup |f(z)| < Me
z€[0,1]
De plus
[F @) < 1f(z) + /(@) + [f(2)] < M(1+e)
donc
sup |f'(z)| < M(1+e)
z€[0,1]
et finalement
Ni(f) < M(1+2e) = No(f)(1 + 2e)

On peut conclure que les deux normes sont effectivement équivalentes.
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Exercice 30 : [énoncé] donc il n’existe pas de constante M > 0 telle que || .||, < M| .||, Les deux
a) |||, : B — R" est bien définie. normes ||. |, et ||.||,= ne sont pas équivalentes.

Si[|fll, = 0 alors la fonction ¢ — [f(t) ¢(t) est nulle. En dehors des valeurs ot ¢
est nulle, la fonction f s’annule. Or ¢ ne s’annule qu’un nombre fini de fois, donc
par un argument de continuité, f s’annule aussi en ces points et finalement f = 0.
Les propriétés [[Af, = [A[[[f]l, et [[f+gll, < [|fll,+ llgll, sont immédiates.
b) Considérons la fonction s /. Cette fonction est définie et continue sur le
segment [0, 1], elle y est donc bornée et il existe M € RT vérifiant

Va € [0,1], p2(2) < Mep1(x). On en déduit ||.[|,, < M||.[,,. Ainsi .|, est
dominée par | .||, et par un argument symétrique | .||, est dominée par ||. ||
c) On a facilement || .||, < .||,

Pour f,(x) = (1 —z)™, on a apres étude des variations des fonction z — z(1 — )"

et ¥ — 2?(1 —2)"
1 1 \" et
anH;z:: 1—- ~
n+1 n+1 n

P1°

et )
= () (1--25) ~ %
e T\ n 42 n+2 n?
donc il n’existe pas de constante M > 0 telle que ||. ||, < M| .|| 2. Les deux
normes ||.||, et ||.||,= ne sont pas équivalentes.

Exercice 31 : [énoncé]

a) |||, : B — RT est bien définie.

Si ||f||¢ = 0 alors par nullité de I'intégrale d’une fonction continue et positive,
t— |f(t)| ©(t) est nulle. En dehors des valeurs ot ¢ est nulle, la fonction f
s’annule. Or ¢ ne s’annule qu’un nombre fini de fois, donc par un argument de
continuité, f s’annule aussi en ces points et finalement f = 0.

Les propriétés [|Af||, = [A[[[fl, et [If + gll, < [If]l, + [lg]l, sont immédiates.
b) Considérons la fonction ¢s/p;. Cette fonction est définie et continue sur le
segment [0, 1], elle y est donc bornée et il existe M € RT vérifiant

Va € [0,1], p2(2) < Mep1(x). On en déduit || . [, < M||.[,,. Ainsi .||, est
dominée par | .||, et par un argument symétrique | .||, est dominée par || ||
c) On a facilement ||. ||, <| .||,

Pour f,(z) =(1—2)", ona

@1°

1
| full, = CESCES))
et 9
[ fall 2 =

(n+1)(n+2)(n+3)

Exercice 32 : [énoncé]
a) N,(1,1) et N,(1,—1) doivent exister et étre strictement positifs. Cela fournit
les conditions nécessaires 2a +2 > 0 et 2 — 2a > 0 d’ot a € |—1, 1[. Montrons que
cette condition est suffisante.

Supposons a € ]—1,1[ et considérons ¢ : R? x R? — R définie par

o ((z,y), (2",y") =z’ + yy' + azy’ + ayz’.

L’application ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R? et pour (x,y) # (0,0),
¢ ((z,y), (x,y)) = (1 — |a]) (#* + y?) > 0 en vertu de [2azy| < |a| (2? + y?). Ainsi
¢ est un produit scalaire sur R? et N, est la norme euclidienne associée.

b) Le cas a = b est immédiat. Quitte & échanger, on peut désormais supposer
a < b.

Par homogénéité, on peut limiter I’étude de

avec t € |—m/2,7/2].
. 2
Posons f(t) _ (Na(cost731nt)> _

Na(z,y)
Ny (z,y)

au couple (z,y) = (cost,sint)

1+asin 2t fl(t) -9 (a—b) cos(2t)

Ny (cost,sint) 1+bsin2t’ (1+bsin2t)? *
Les variations de f sont faciles et les extremums de f(t) sont en t = —7/4 et
t = /4. Tls valent 1=¢ et 1¢.
Aduit No(zy) _ [14a No(zy) _ [l-a
On en déduit (xgl)f;éO Nowy) — \/ 155 €t (1831;1)1;0 Notoy) = \/ 126 (dans le cas
a <b).

Exercice 33 : [énoncé]
a) Supposons que N, est une norme sur £*°(N,R).
Pour m € N, la suite élémentaire e,, = (0yyn)nen est non nulle donc

Ny(em) =apm >0

De plus, pour la suite constante u = (1),¢n, la quantité N, (u) existe et donc la
série Y a,, converge.

Inversement, si > a, est une série convergente & termes strictement positifs alors
on montre que I'application N, : £>°(N,R) — R™ est bien définie et que celle-ci est
une norme sur U’espace (N, R).

“+oo
b) On a aisément N, < k.| avec k= ) a,.

n
Inversement, supposons || . ||, < k' N,. Pour la suite élémentaire e,,, on obtient
llemllo < k'Na(em) et donc a,, > 1/k pour tout m € N. Cette propriété est
incompatible avec la convergence de la série Y a,.
Ainsi N, est dominée par || .||, mais ces deux normes ne sont pas équivalentes.
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Exercice 34 : [énoncé]

a) Les applications sont bien définies N; : E — R™ car toute fonction continue sur

un segment y est bornée.

Les propriétés N;(f + g) < N;(f) + N;(g) et N;(Af) = |A| N;(f) sont faciles.
Si Ni(f) =0 alors f’ =0 et sachant f(0) =0, on obtient f = 0.

Si Na(f) = 0 alors la résolution de I’équation différentielle ' + f = 0 avec la
condition initiale f(0) =0 donne f = 0.

Ainsi les applications Ny, Ny sont bien des normes sur E.

b) Pour f € E, on a

fa) = / " pyde

ce qui permet d’établir || ]|, < |||l
Puisque
No(f) < 1l + 1 o < 2N2(F)
la norme N; est dominée par la norme N;.
¢) Sachant f(0) =0, on a

donc
|f(@)] < Na(f)
Puisque
[f' (@) < 1f(@) + (@) + | ()]
on obtient

|f' ()] < 2Na(f)
et finalement
Ni(f) < 2Na(f)

Exercice 35 : [énoncé]
11 suffit d’observer
(BA)"*' = B(AB)"A — O,

Exercice 36 : [énoncé]

Puisque les matrices A et B commutent, il en est de méme des matrices A* et BF.

En passant a la limite la relation
AkBk — BkAk

on obtient

PQ=QP

Exercice 37 : [énoncé]
On a
A A =1,

En passant cette relation a la limite on obtient

AB =1,

p

Par le théoréme d’inversibilité, on peut affirmer que A est inversible et

A '=B

Exercice 38 : [énoncé]
Si A est limite d’une suite (M™) alors M?" — A et M?" = (M™)? — AZ.
Par unicité de la limite, on obtient A% = A.

Inversement, si A2 = A alors A = 11111 M™ avec M = A.
n—-—+oo

Exercice 39 : [énoncé]
A?" - Bet A2 = A" x A" — B? donc B = B? et B est une matrice de
projection.

Exercice 40 : [énoncé]

a) Il existe P € GL,(K) tel que P~'AP = D avec D = diag(\y, ...
|)\J‘ < 1.

On a alors A" = PD"P~! avec D™ = diag(\}, ...
A" — PO,P~! = 0,.

b) En reprenant la démarche qui précede, on peut conclure dés que 1’on établit
que si T est une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux dans
]-1,1] alors T" ——— O,

n—-+oo

) )‘p) et

,Ap) — O, donc

Raisonnons par récurrence sur p € N*.

Pour p =1, la propriété est immédiate.

Supposons le résultat vrai au rang p > 1.

Soit T € Mp41(R) triangulaire supérieure & coefficients diagonaux dans ]—1,1[.

On peut écrire
AL
(o ¢)

avec |A| <1 et S € M, (R) triangulaire supérieure a coefficients diagonaux dans
1-1,1].
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Par le calcul, on obtient
"= ( On71 Sm )
n—1

L,=1L Z )\ksn—l—k
k=0

avec

On a \» — 0 et S™ — O,, par hypotheése de récurrence.
Pour conclure, il suffit de montrer que

n—1 n—1
Z )\ksn—l—k _ Z )\n—l—ksk N On
k=0 k=0

car ceci entraine L, — Oq .
Soit € > 0.
Puisque S™ — O,, il existe un rang N € N au-dela duquel ||S"| < e.

On alors

n—1 n—1

)\n—l—ksk < A n—1-k g €

> e I 1|\
k=N k=N

N-1

De plus, puisque > A"~1=Fgk

0O,, car somme d’un nombre constant de
n—-+oo

k=0
termes de limites nulles, on peut affirmer que pour n assez grand, on a

N-1
Z Anflfksk <e
k=0
Ainsi, pour n assez grand
n—1 e
Z)\nflszsk et —
k=0 1=

et on peut conclure.
Récurrence établie.

Exercice 41 : [énoncé]

Posons r = rgA .

La matrice A, posséde est déterminant extrait non nul de taille 7.

Le déterminant extrait correspondant des matrices A,, est alors non nul & partir
d’un certain rang et donc rg(4,,) > r

Exercice 42 : [énoncé]
L’ensemble

A= {kGRJr/V;C,yQ [a,b],|f(:c)—f(y)| <klx_y‘}

est une partie de R, non vide (car f est lipschitzienne) et minorée par 0.
Par suite N(f) = inf A existe.

Montrons que cet inf est en fait un min.

Pour 2,y € [a,b] distincts, on a pour tout k € A,

f@) - fWl _,
|z —y|
En passant a la borne inf, on obtient
) —
@)~ 10| ()
|z —y|

puis

|f(@) = fF) < N(f) |z -yl
Cette identité est aussi valable quand = = y et donc N(f) € A.
Par conséquent Papplication N : E — R* est bien définie.
Supposons N(f) = 0.
Pour tout = € [a,b], |f(z)| = |f(z) — f(a)] <
Pour A =0, on a évidemment N(A\f) = [A\| N
Pour A # 0 :
Pour z,y € [a, b], l'inégalité

|f(z) = )] < N(f) |z —yl

0. ]z — a| donc f =

|
£)-

entraine

IAf(z) = Af(W)| < [AIN(f) [z =y
On en déduit N(Af) < [N N(f).
Aussi, I'inégalité

IAf(z) = Af()| S N(Af) |z =y
entraine

@)= sl < T el

On en déduit N(f) < N(Af)/|A| et finalement N(Af) = |A| N(f).
Enfin, pour z,y € [a, b],

I(f +9)(@) = (f+9)W)| < [f(x) = fW)] + [g(z) — g(y)| < (N(f) + N(g)) |z -y
donc N(f +g) < N(f)+ N(9).
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Exercice 43 : [énoncé]
a) Soit g € A et M € R tel que pour tout xz € A, ||z| < M.
Pour f € L, en notant k le rapport de lipschitzianité de f,

IF @) < 1f@o)ll + [1f (=) = flxo)ll < [If (@o)ll + K [l — zoll < |[f (xo)|| + 2kM

b) L’ensemble K est une partie de R, non vide (car f est lipschitzienne) et
minorée par 0.

On en déduit que ¢(f) = inf K existe dans RT.

Pour z,y € A distincts, on a pour tout k € Ky

N(f(z) = f(y))

<k
N(z —vy)
En passant a la borne inférieure, on en déduit
N(f(z)—
U = 10) _ . py

N(z —y)

et donc N(f(z) — f(y)) < c(f)N(x — y) et cette relation est aussi valable quand
T =y.
Ainsi ¢(f) € Ky
c) L’application N, est bien définie de £ vers RT.
Si No(f) =0 alors ¢(f) =0et N(f(a)) =0.
Par suite f est constante et f(a) =0 donc f est la fonction nulle.
Na(Mf) = c(A\f) + || N(f(a))
Montrons ¢(Af) = |A] e(f).
Pour A = 0, la propriété est immédiate.
Pour A #£ 0.
Pour tout z,y € A,
N(f(z) = f(y)) < c(f)N(z —y)

donne

N(Af(z) = Af(y) <A e(f)N(z —y)
On en déduit c(Af) < |A]e(f).
De fagon symétrique, on obtient ¢(f) < ¢(Af)/|\| et on peut conclure
cAF) = N e(f).
On en déduit N,(Af) = || No(f).

No(f +9) < N(f(a)) + N(g(a)) +c(f +g)

Montrons ¢(f + g) < ¢(f) + c(g).
Pour tout z,y € A,

N((f+9)(@)—(f+9)(y) < N(f(z)—f(y)+N(g(z)—g(y)) < (c(f) + c(g)) N(z—y)

On en déduit ¢(f + g) < ¢(f) + c(g) et on peut conclure

No(f +9) < Na(f) + Na(9)-

Finalement N, est une norme sur L.

d) N(f(a)) < N(f(b)) + N(f(a) — f(b)) < N(f(b)) + lla = bl| ¢(f)-
On en déduit N, < (1 + |la — b||) Ny et de fagon symétrique,

N, < (14 ||b—al|) Na.

Exercice 44 : [énoncé]
Pour u,v € B(0,1), on a ||T(u) — T ()| = ||Ju—v|| < 2||u—v].
v

Pour u,v ¢ B(0,1), on a ||[T(u) — T(v)|| = Hm - TT ‘ = 7““1""'3'“‘%“”” or
[vllw = lullv = [lv]| (u —v) + ([|v]| = [lul]) v donc

1T () = T()]| < Bl 4 Wbl < 2w — o] car [[[o]] = [lull] < [lo - ul| et
Jull > 1.
Pour v € B(0,1) et v ¢ B(0,1),

_ 1 +||u—
IT(u) — T(v)|| = H“_ WH _ Lofpcell _ Wel=tfeh sl ¢ 5 g, — | car
vl =1 = lloll = 1< floll = llull < llv = wl et o] > 1

Exercice 45 : [énoncé]

St |z, [lyl] < 1 alors |[f(y) — f(2)]| = [ly — |-
Siflz|| <1 et |ly|] > 1 alors

17w) = @l = |25 - = | —v+v <]

Si ], Iyl > 1 alors I1£(y) — F@) = || = &

ly—<ll =yl B
wr T S 2y -2l

Au final f est 2-lipschitzienne.

Supposons maintenant que la norme || .|| soit hilbertienne.

St{a]l, lyll < 1 alors [[f(y) = f(2)]| = [ly — ]|

Si [l < 1et [yl > 1 alors [|f(y) — f@)|* = lly — =]* =1 - |y — 242 (@ | o).
Or |(z | y)| < [lz]l lyll < [lyll donc

1 (9) = F@)* = lly = 2ll* < T = lyll* +2(llyll = 1) = =1 = |ly])* < 0.

Si |zl , [ly|]| > 1 alors

£ () = F@)]* = lly = 2ll* =2 = ly))* = ||=)* — 25582 (2 | y)

Or |(z [ y)| < [J] ly]| donc

1f @) = F@)I = lly = 2l1* = 2= llyll* = l2l* +2([l [yl = 1) = =(ll=]l = llyll)* < 0.
Au final f est 1-lipschitzienne.

<yl =1+ lly —zll < 2[jy — =|.

— ||y== 11
‘ - H Wl T % (HyH HIH)H <
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Exercice 46 : [énoncé]
a) On écrit © = rcosf et y = rsind avec r = /a2 + y? — 0 et alors

3 . 3
x,y) = r(cos®d +sin°f) —— 0
f(@y) ( ) (z,y)—(0,0)

b) f(1/n,0) — 0 et f(1/n,1/n3) — 1. La fonction f n’a pas de limite en (0,0).
¢) f(1/n,0)=0—0et f(1/n,1/n?) =1/2 — 1/2. La fonction f n’a pas de limite
en (0,0).

- 2 o 1/n2+1/n3 . ,
d) f(1/n,0) =0—0et f(1/n+1/n%1/n) = ~=7#— — 1. La fonction f n’a
pas de limite en (0,0).

Exercice 47 : [énoncé]

a) f(z,y) = exp(yInz) est continue sur R™ x R™ par opérations sur les
fonctions continues.

11 reste a étudier la continuité aux points (0, ) avec b > 0.

Quand (z,y) — (0,b) avec (z,y) € R™ x R™ on a ylnz — —oo et donc
f(z,y) =a¥ — 0.

D’autre part, quand (0,y) — (0,b), on a f(z,y) =0 — 0.

Ainsi f est continue en (0,b).

b) Si I'on peut prolonger f par continuité a RT x R alors

d’une part f(0,0) = ;13%) £(0,y) =0 et d’autre part f(0,0) = ;11% f(z,z) =1.

C’est absurde.

Exercice 48 : [énoncé]

La partie {||jx — a|| /a € A} est une partie de R non vide et minorée par 0 donc sa
borne inférieure existe. Ainsi 'application = — d(z, A) est bien définie.

Soient z,2' € E. Pour tout y € A, ||z — y|| < ||z — 2'|| + ||]2" — y|| donc

d(, 4) < |lz — 2| + [l — yl| puis d(z, 4) — |z — 2/ < | — ] et

d(z, A) — ||z — 2'|| < d(2', A). Ainsi d(z, A) — d(a’, A) < ||z — 2'|| et par symétrie
|d(xz, A) — d(z', A)| < ||l — 2'||. Finalement x — d(x, A) est 1 lipschitzienne donc
continue.

Exercice 49 : [énoncé]

a) Soit f :t+— g(Rcost, Rsint). f est continue et 2w périodique.

Soit h:t — f(t+m)— f(t). h est continue et h(0) + h(w) = f(27) — f(0) = 0 donc
h s’annule.

b) Soit h : t— f(t 4+ 7/2) — f(t). h est continue et

h(0) + h(m/2) + h(m) + h(37/2) = 0 donc h s’annule.

Exercice 50 : [énoncé]

Soit ¢ : U — U morphisme continue. L’application § € R — ¢(e?) est continue et
a valeurs dans U donc par le théoréeme de reléevement, il existe une fonction

¥ : R — R continue vérifiant ¢(e??) = ¢™¥(®) pour tout § € R. Puisque ¢ est un
morphisme, on obtient : V0,6 € R, (0 + 0") — (¢(0) + (0")) € 2nZ. Or
I'application (0,0") +— (0 + 60') — (1(0) + (")) est continue sur le connexe R?,
son image est donc connexe et cette application est donc constante. Sans perte de
généralités, on peut désormais supposer V6,0 € R, (0 + 6') = 1 (0) + (6").
L’application v apparait désormais comme étant un endomorphisme continue de
(R, +) dans lui-méme, il est alors connu qu’il existe a € R tel que

V0 € R, (0) = af. De plus, puisque p(e*™) = 1, a € Z et finalement ¢ : z — 2%
pour un certain a € Z. Réciproquement ces applications sont des endomorphismes
continus de (U, x).

Exercice 51 : [énoncé]
VA € Sp(u), Iz # 0, u(z) = Az et donc [ |[z]| < [Ju(@)[| < [[u]l l]| puis [A] < [[ull
avec ||z|| # 0.

Exercice 52 : [énoncé]

Notons || .|| la norme induite sur LC(E, F') par les normes existant sur E et F'.
1fn(@n) = F@)lp < 1 fa(@n) = fa(@)lp + | fa(2) = f(2)l]p avec

[fn(2n) = fa(@)lp < [[fall [0 — [l g — O (car [[fa]| est bornée) et

[fn(@) = f@)lp < lfn = flHzll g — 0 donce || fu(zn) = f(2)]p — 0.

Exercice 53 : [énoncé]

Par contraposée. Supposons que f ne soit par continue., ’application linéaire f
n’est donc pas continue en 0 et par suite il existe ¢ > 0 vérifiant

Va> 0,3z € E,||z|]| < acet ||f(z)] > e

Pour a = 1/n, il existe z,, € E tel que ||z,]| < 1/n et || f(zn)|| > ¢.

Considérons alors y,, = \/nx,.

On a [lyll = 1/yt done g — 0 et | f(yn)l| > vie — +oo.

Ainsi (y,,) est une suite convergeant vers 0 dont la suite image (f(y,)) n’est pas
bornée.

Exercice 54 : [énoncé]

La continuité de 'application linéaire Idg de (E, Ny) vers (E, Ny) équivaut a
Pexistence d'un réel o > 0 vérifiant Na(z) < aN1(x) pour tout « € E. La
propriété annoncée est alors immédiate.
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Exercice 55 : [énoncé] N(Az) = sup |la(Az)]]| = sup |A||laz|| = |A| sup |laz| = |\ N(z) et N(z +y) =

Pour tout z € E tel que ||z]|z < 1, on a |[Ju(z)| » < |lull ||z| 5 < |lul donc llall=1 llall=1 llall=1

s= sup [ul@)lp < . s fa(e )1 < s (ol + Jayl) < sup ol -+ s oyl = V(@) + M)
T E<1 a al|l= al|= all=

Pour tout = € E tel que ||z]|, =1, on a %xH < 1 donc Hu <%x)HF <s

puis [|u(z)|| < Ztls. A la limite quand n — +oo, on obtient |[u(z)||» < s d’ot
Pon déduit ||ul| = sup |lu(z)|| < s puis I'égalité annoncée.

llll=
Exercice 56 : [énoncé]

a) Par récurrence sur n € N en écrivant

wov"? — " 2oy = (uov" M) ov—v"2ou
puis
wo v — " 2oy = (n+ av" ™ + v ouov — 0" ou

et en simplifiant via

V" ouov —v" 2 ou= 0" (uov—vou)
b)

[(n+ D™ | < ull [[o" | + [Jo" | [fu”|
donc

(n+ 1) fa [lo™ | < (lull [[oll + [[ofl fle) o™

Si pour tout n € N, v™ # 0 alors on obtient (n + 1) |o| <

n € N ce qui implique o = 0.

S’il existe n € N* tel que v™ = 0, alors pour le plus petit de ces entiers v~ # 0 et
™ =0 et la relation

2 [Ju|| [|v]] pour tout

wov™ —v"ou= (n+1)av™ !

permet de conclure v = 0.

Exercice 57 : [énoncé]

a) L’ensemble K = {a € FE/ ||a|| = 1} est une partie compacte non vide de E (car
fermée et bornée en dimension finie). L’application x — |jaz|| y est (continue car
x +— ax est linéaire et || . || est continue) donc elle y admet un maximum dont la
valeur est le sup en question.

b) N: E — R. Si N(z) =0 alors Va € K, |lax|| = 0. Posons a = MIE. ac K

donc ax =0 d’ou x = 0.

Pour a € K, |az| <
Pour a € K, ||zyal <
N(zy) < N(z)N(y)

N(z)|lal| et cette propriété s’étend & a € E par homogénéité.

N(2) |lyall < N(z)N(y) [lal| = N(z)N(y) donc

Exercice 58 : [énoncé]
Pour tout y € ker f, |f(z)] = [f(z) - f(y)| <
(@) < 1] do Ker f).
Pour z € E, on peut écrire z = Az +y avec y € H et A = f(z)/f(x).
Si A # 0 alors z = A(z + y/A) donc ||z|| = |A|d(x, H) puis
()] = A1 @) < 2555 2]
Lf ()]

Cette inégalité vaut encore quand A = 0 et cela permet d’affirmer || f|| < A 1)
puis I'inégalité complémentaire de la précédente.

1£ [l =yl donc

Exercice 59 : [énoncé]

Considérons ay, . . ., ag des réels deux a deux distincts et ¢ : Ry [X] — RIF!
définie par ¢(P) = (P(a); ..., P(aq)). ¢ est un isomorphisme de R-espace
vectoriel de dimensions finies, ¢’est donc une application linéaire continue car les
espaces engagés sont de dimensions finies) et il en est de méme de 1.

En notant f la limite simple de (f,), on a ¢(f) — (f(ao), ..., f(aq)). En notant
P élément de Ry [X] déterminé par ¢(P) = (f(ao), - ., f(aaq)), on peut écrire
©(fn) — @(P). Par continuité de I’application ¢!, on a donc f,, — P dans

Rq [X]. En choisissant sur Rq [X], la norme ||. || (, ), on peut affirmer que f,
converge uniformément vers P sur tout compact. En particulier f,, converge
simplement vers P et en substance P = f.

Exercice 60 : [énoncé]
a) On observe que e™" f(z + t)| < || f]|,, e ". Cette domination permet d’affirmer
que G(f) est définie et continue sur R. La 27r-périodicité de G(f) est évidente et
la linéarité de l’application f—G( f) Pest aussi. Ainsi G est un endomorphisme
de E. De plus, & [Z7|G(f)] < & [ ( 0 ot f(a + 1) dt) da.
On peut apphquer le théoreme de Fubini et affirmer

"G < = 0+°Oe_t( 02ﬂ|f(x—|—t)\ dx) dt avec
o Jy " I+
IGWI< fy™

t)| dz = ||f|| car f est 2m-périodique. Ainsi

e || fIl dt = ||f|| ce qui donne la continuité de ’endomorphisme G.



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 17 janvier 2011

Corrections 24

b) Etudions les coefficients de Fourier des fonctions f et G(f).

Pour n € Z, cu(G(f)) = &= [Z™ ([ et f(a + t)e— i dt) da.

On peut appliquer le théoréme de Fubini et affirmer

n(GU) = 3 Jy ™ etem (J57 Fw+ e de) de

Ce qui donne ¢, (G(f)) = en(f) o+Oo eln= Vb dt = %(*fl)
“+o0
La fonction g : x — > T+ P2

G(f) = g alors ca(f) = sz doit fea(NI” ~

la convergence de la série 3" |e, (f)|°. Ainsi la fonction G n'est pas surjective.
c) Soit Ae Ket fe E. Si G(f) = Af alors pour tout n € Z eald) Aen(f)-

' in—1

Si\¢ {—1/11 € Z} alors une solution & 1’équation G(f) = Af vérifie ¢, (f) =0

in—1

in

& lg; 75 est élément de E, s’il existe f € E vérifiant

L ce qui est incompatible avec

+oo
pour tout n € Z et donc |[f = 3. |en(f)]* = 0 donne f = 0.
n=—o00
m0171 alors pour tout n # ng alors ¢, (f) = 0.
Posons alors g : 2 +— f(z) — ¢, (f)e™® € E. Pour tout n € Z, ¢,(g) = 0 donc
g =0 puis f: 2+ c,,(f)e™?. La réciproque est immédiate.

L_/n ¢ Z} et By (in—1)(G) = Vect(z — ey,

S’il existe ng € Z vérifiant A =

Finalement SpG =

in—1

Exercice 61 : [énoncé]

Soit = € ker(u — Id) N Im(u — Id).

On peut écrire © = u(a) — a pour un certain a € E et on a u(zr) = x.
Pour tout k € N, la propriété u*(z) = 2 donne

w1 (a) —uF(a) =z
En sommant ces relations pour k allant de 0 jusqu’a n — 1, on obtient

u"(a) —a =nx

et donc

1, . 2
lzll =~ llu™(a) —all < — (lu™ ()]l + llal}) < —flall =0

1

n

Ainsi = 0 et donc ker(u —Id) NIm(u — Id) = {0}.

De plus, par la formule du rang
dimker(u — Id) 4+ dim Im(u — Id) = dim E

et donc les deux espaces ker(u — Id) et Im(u — Id) sont supplémentaires.

Exercice 62 : [énoncé]

a) Pour tout u € £>*°(R), on a |T(u)n] < Noo(u) et |A(u)| < 2N (u) donc

T(u), A(u) € £°(R). Les applications T et A sont bien a valeurs dans ¢*°(R), de
plus elles sont clairement linéaires et Noo(T'(¢)) < Noo(u) et Noo(A(w)) < 2Noo(u)
donc elles sont aussi continues.

b) Par I’étude qui précede on a déja ||T]| < 1 et ||A|| < 2. Pour u = (1), on a
Noo(u) =1 et Noo(T'(u)) = 1 donc || T|| = 1. Pour u = ((—1)"), on a Noo(u) =1 et
Noo(A(u)) = 2 donce ||A]| = 2.

Exercice 63 : [énoncé]

a) L’application T est bien définie et est clairement linéaire. Pour tout = € [0, 1],
IT(f)()] < 2N1(f) done Na(T(f)) = IT(F)lloe + [flloe < 2N1(f). Ainsi T est
continue.

b) Par I’étude ci-dessus, on a déja ||T|| < 2. Pour f(t) =1, on a Ny(f) =1,
T(f)(x) = z et donc No(T'(f)) = 2. Ainsi | T = 2.

Exercice 64 : [énoncé]
Pour tout f € E, |o(f)| < |f(1)]+|f(0)] < 2] f|l,, donc ¢ est continue et ||¢|| < 2.
Pour f:x—2x—1, feE, | fll,, =1etu(f)=2donc

= sup = max =2
[l Hf”@lw(f)l ngl\@(fﬂ

Exercice 65 : [énoncé]
T, : E — R est bien définie et est clairement linéaire. Par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, |T,(f)| < |l¢ll5 || f]ly donc Ti, est continue et ||, || < [|¢]|5. De

plus pour f = o, [T,(f)] = ll@lly [[f]ly done [Toll = flell,-

Exercice 66 : [énoncé]
Pour tout f € E, |o(f)| = fol [tf(t)] dt < ||f|l; donc ¢ est continue et

lell = sup |o(f)] < 1.
I£ll<1

n 1 n n
Pour f:t—t", ||flly = 75 et [o(f)| = [y t" ! dt = #2 done el _ nt1 4
dott [le|| = Sup, lo(f)l = L.

X
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Exercice 67 : [énoncé]
a) [[u(f)llo < 1 flloc + 1f(0)] < 2| f[|c donc u est continue et [lul| < 2. Pour
fra—2z—1,onalf|l,=1et|uf)], =2 donc |ul| =2.
b) Pour f:2+— (n+1)(1 —2)", || fll; =1et
lu(H)ll, = fy (0 +1) = (n+ 1)(1 = 2)"da =n — +oo,
Exercice 68 : [énoncé]
a) Nl,NQ R[X] — R.
—+oo

N(P+Q) = yP“f) ) +QW(0)| < X [PM(0)] + [QW(0)] =
+oo -
k§0|P<’“><0>|+kgolQ 0)] = Ni(P) + M(Q),

+oo +oo
Ni(AP) = 3 [AP®(0)| = |A| 3° [PM(0)] = [A| Ny (P),

k=0 k=0

—+o0 X
Ni(P) =0 =Yk € Z, PW0)=00r P= % L@ Xk donc P =0,
k=0
Finalement N7 est une norme.
No(P+Q) = S[up ]|P(t) + Q)| < S[up ]|P(t)\ + Q)] <
te[—1,1 te[-1,1
s [PW)]+ sup Q)] = No(P) + No(@),

te[—1,1] te[—1,1
Na(AP) = sup P\P( )| = sup |)\| |P(t)] = |>\\ sup [P(t)] = [A[ N2(P),

te[—1,1] te[—1,1 te[—1,1]

NQ(P)—OéVtG[
b) Notons D : R[X ]

VP e R[X], Ny (D

] ,P(t) = 0 et par infinité de racines P = 0.
[X ] l’operatlon de derlvatlon

Z}D 0)] = Z\P(’““) )] < Z|P’“ )| =
N;(P) donc D est Contlnue pour la norme N1 et IID| < 1. Pour P X,ona
Ni(P)=1et Ny (D(P))=1donc |D| =1.

c) Soit P, = X™. On a D(P,) =nX""! donc Na(P,) =1 et

Ny(D(P,)) =n — +oo.

Par suite D n’est pas continue pour Ns.

d) Par ce qui précede, les normes ne sont pas équivalentes. Néanmoins

p= z PYO Xk done |P(t)] < z > P01 ¢ Ny (P) done No(P) < Ni(P).

C ebt la la seule et la meilleure comparalbon possible.

Exercice 69 : [énoncé]
T E — R est bien définie et est clairement linéaire. Par l’inégalité

fo lo(t)|dt || f]|, donc T, est continue et || T, < fo lo(t)| dt. Pour tout

€ > 0, posons f. = IwHE On observe que ||f-||., <1 et que
t 1 (t
fo Mt(‘lg dt. On observe que ‘T (f:) fo lo(t)] dt‘ Jo ‘Zl(f ‘J)rlg dt <
donc T, (fE o fo lo(t)| dt. Or |T,(f:)] < || Tyl || f2|| donc on en déduit que
T, > fo \cp | dt et finalement ||T,| = fo lp(t)| dt.

Exercice 70 : [énoncé]

u est clairement un endomorphisme de E.

u(f)(x) = (1 — 2)(0) + 2f(1) donc

[u(H)@)] < A =2) [fO)] +2[fD] < A =2) |l + 2l = ||f\|oo
Ainsi [Ju(f)|] < ||f|l- L’endomorphisme u est continue et ||ul| < 1.

Pour f:az— 1, ona |f|l, =1et [u(f)|, =1donc ||ul]| >1 puis |lu|]| = 1.

Exercice 71 : [énoncé]
a) Les primitives de f sont de la forme ¢ + C* avec p : z — [ f
celles-ci une seule est d’intégrale nulle c’est

t) dt. Parmi

1
F=p- / (1) dt
0
b) L’application u est bien définie de F vers E car une primitive est une fonction

continue. Pour \,p € Ret f,g € E, (Au(f) + pu(g)) = Af + ug et
fol Au(f) 4+ pu(g) = 0 donc u(Af + pg) = Au(f) + pu(g). Ainsi u est un

endomorphisme.
T 1 t
Fa) = [ f(t)dt—/o (/0 f(u)du) at

donc aisément |F(z)| < 2| f|l puis [|F|l <2 fll«

)
x):/owf(t)dt—/ol </0tf(u)du) dt

et par intégration d’une constante

dt:/ol (/jf(t)dt) du

On conclut par la linéarité et la relation de Chasles.

d) On a
1
x>|</0 & — t] |, dt

. Ainsi u est continue.
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et en découpant 'intégrale en z, on obtient

! 1
/\x—t\dt:xQ—x—i—f
0 2
donc )
[F(@)] < 5 11l
<5l 1. Ainsi [Jul] < 1/2.
Enfin pour f: 2 — 1, |||l

puis ||F| car sup (22— +1/2) =
z€[0,1]

=1, F:x—ax—-1/2et ||F|, =1/2donc ||u| =1/2

Exercice 72 : [énoncé]
a) On a |apu,| < [lal|, |un| et > |u,| converge donc par comparaison de séries a
termes positifs > anun, est absolument convergente et donc convergente.

b) [{a, w)| < Zlanun\ ZH@II

On en dedult que ©y, est contmue et Joul < JJully-
Soit a la suite bornée déterminée par a,, =1 si u,, > 0 et a,, = —1 sinon.
On a ||a|| =1 et pour tout n € N, a,u, = |u,| de sorte que

pula) = Z [tn| = [fully-

On en dedult que ||@u| = [Jull;-
c) Par l'inégalité |(a, u)| < ||a|| .,
[Yall < llallo

Pour la suite ur = (65,1 )nen, on a [Jugll; =1 et Yq(ur) = ar donc |ax| < [[1q]|

pour tout k£ € N.

Par suite ||al|, < |[¢q|| puis finalement |[1)q] = ||al

[un| = llall oo fJully-

|lul|;, on obtient que 1, est continue et

Exercice 73 : [énoncé]
a) Si f € FE alors ¢f € E car

EON G M G]

De plus, 'application u est évidemment linéaire et donc u est un endomorphisme
de E.

De plus
1/2

“+o0 5
|¢f||2<</ 16l 170 dt) < 16l 111,

donc 'endomorphisme u est continue et

Jull < ll¢ll

b) Soit £ > 0. Puisque la fonction g est continue, il existe o > 0 vérifiant

|z — 20l < a=[g(x) — g(xo)| <€
Pour n € N suffisamment grand, on a 1/n < « et alors
Py dr = g(oo) [ F2@)ds| < [ lala) = glwo)| () da
R
donne
F2(@)g(w) dz — (o) / @i <z [ )i
R2 R R
et donc I, £)d
R? x
=T aa.— —9@o)| e
8 ool
c) On sait déja [|ul| < ||¢||.. En appliquant le résultat qui précéde avec g = ¢?, on
obtient ™
e = | (o)
1 fnll

et donc |Jul| >
I’égalité

|¢(xo)| pour tout zg € R. On peut alors affirmer ||u| > |||, puis

Exercice 74 : [énoncé]
a) Pour f € E,
x
1
WN@I< [ 1l de = 3 1
donc

11 1
()l SA 5332 [ flloo dz = 5 £l o

On en déduit que I'application linéaire v est continue et
[oll <1/6

En prenant f = 1, on a

17l = Luf) 2 = 2o et ()], = 1/6
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On en déduit ||v|| = 1/6.
b) Pour f € E,

fu(f)(x)] = /Oztlf(t)l dt < / )] dt < |1£1]

donc

lw(lloe = sup [u(f) (@) < fll;

z€|0,

On en déduit que Papplication linéaire w est continue et ||w]| < 1.
Pour f,(t) =t", on a

1 1
=1 1 " = "2 ¢t " =
1fnlly =1/ (n+ 1), u(fn) (@) = 2™ et w(fo)lloe = =
Puisque
o)l _nt1
1 fnlly n+2
on obtient ||w|] =1

Exercice 75 : [énoncé]
Notons que f(2 x 0) =2 x f(0) implique f(0) =0.
On a
flx) = f(2xw/2) =2f(x/2)
Par récurrence

flz) =2"f(2/2")

Donc

puis

Exercice 76 : [énoncé]

Un tel résultat est déja connu pour les fonctions a valeurs réelles par application
du théoreme des accroissements finis. En raisonnant via parties réelles et
imaginaires on peut étendre ce résultat au cas d’une fonction complexe. En
raisonnant via les fonctions coordonnées, on prolonge ce résultat aux fonctions a
valeurs dans E.

Exercice 77 : [énoncé]

Notons A(z) = (a; ;(x)) € M,(K) la matrice dont D,,(z) est le déterminant. La
fonction z — A(z) est dérivable car ses fonctions coordonnées le sont et par
multilinéarité du déterminant, la fonction D,, est dérivable avec

D), =det(C1,Cy,...,Cp) +det(C1,CY,...,Cp) + -+ - + det(Cy,Cy,...,Cl) =

0 + det(Cl, CQ, ceey C;L)

En développant par rapport a la derniere colonne ce dernier déterminant, on
obtient : D) (z) = D,,_1(x). Sachant D,,(0) = 0 et Dy(x) = z on peut conclure,

. A
par récurrence, D, (z) = £

n!"

Exercice 78 : [énoncé]
a) Procédons par récurrence sur n € N*.

Pour n =1, Xn: (—1)* n) =(1-1)"=0et zn: (—1)Fk (n) =—1.

= k k=0
Supposons la propriété établie au rang n > 1.
Pour 0 <p<n+1.

n+1 _|_1
Sip=0alors > (1) (nk >kP:(1—1)"+1:0.
k=0

n+1 n+1 n+1 n
Si0<p<n+1 alors Z(—l)k< . >k?’:(n—|—1)z(—1)k (k 1>kp_1:
k=1 -

k=0
n n
(n+1) > (=1)k1L <k> (k +1)P~! = 0 apres développement du (k + 1)P~1.
k=0

Sip=mn+1 alors
n+1 + 1 n

> (-1)F (" . ) B = (1) 3 (1) (Z) (k+1)" = (1) (0 + 1L
k=0

Récurrence établie.

b) Par Taylor Young : f(z) = >_ f(:l(o) P + o(z") donc

p=0
S0 () ) = 32 220 S (o () ke 4oy — (—1)n £ 0)
=0 k =0 U =0

Exercice 79 : [énoncé]
Par récurrence sur n € N via :

(t”f(l/t))(nJrl) _ (t % tn—lf(l/t))(n+1) _
t x ((tn,lf(l/t))(n))’ + (n + 1) (tnflf(l/t))(n) en vertu de la formule de Leibniz

puis (1"(1/1))"* =
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)" ' (n n -H" — n —D" ¢(n
) p) (1 /) 4 ¢ SRE =L pO4D (178) 4 (n+ 1) S0 £ (1) et 1a formule
attendue apres simplification.

Exercice 80 : [énoncé]
Par la dérivabilité a droite de f en 0, on peut écrire

f(x) = f(0) +z.f'(0) + ze(x)

avec € — 0.
o+

Puisque f(0) = 0, on obtient

En exploitant

et
- n(n+1)
k:
2
k=1
on obtient .
n+1, n
— <
|5, = "oty @) < " ma el

Or € — 0 donc max |le|| — 0 puis
o+ 10,1/n]

1 !
Sn - if (O)

=1

1
\1
o Ty

D

FIGURE 1 — La boule unité fermée pour la norme N



